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 .Nous etudions l'algebre Der A d'une algebre de Bernstein a l'aide des transfor-Â Á Á Á
mations issues des decompositions de Peirce. Nous etudions la structure desÂ Â
derivations quand les morphismes de Peirce sont des automorphismes. NousÂ
 .  .construisons Aut A et Der A pour quelques types de ces algebres, en particulierÁ
dans la dimension 4. Q 1996 Academic Press, Inc.
1. INTRODUCTION
 w x.La notion d'algebre de Bernstein a ete introduite par P. Holgate cf. 4 ;Á Â Â
plusieures etudes ont ete faites sur ce sujet et leur structure est assez bienÂ Â Â
 w x.connue cf. 1, 7, 11 . Cependant, il n'en est pas de meme en ce quiÃ
concerne le groupe des automorphismes et l'algebre des derivations. ParÁ Â
w xrapport aux automorphismes, on peut trouver quelques resultats dans 1Â
w xet, plus recemment, une certaine caracterisation est proposee dans 9 . DeÂ Â Â
 .* Subventionne par: Fondo Nacional de Ciencia y Tecnologõa 1930173 et 1950778 etÂ Â
 .Universidad de La Frontera 9326, 9516 , Chile.
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w x  .plus, dans 2 on fait une approche de Aut A a partir des transformationsÁ
 .de Peirce; nous suivons ici la meme methode par rapport a Der A . DansÃ Â Á
w xcette Introduction, ou nous rappellons certains resultats, on se refere a 2 .Á Â Â Á Á
 .1.1. Soient K un corps, car K / 2, A une K-algebre commutativeÁ
et v : A ª K une ponderation non nulle. A est une algebre de BernsteinÂ Á
d'ordre k, si
k 22w kq2x w kq1x w1x w kq1x w k xx s v x x , ; x g A ou x s x et x s x . .  .Á
 .1.2. Si A est une algebre de Bernstein d'ordre 1, Ip A sÁ
 2  . 4  .x rv x s 1 . La decomposition de Peirce relative a e g Ip A estÂ Á
 . donnee par A s Ke [ B ou B s Ker v et B s U [ V avec U s xrex sÂ Á
1 2 24  4x et V s xrex s 0 avec les relations U ; V, V ; U et UV ; U.2
 2 .2  .2 21.3. De la polarisation de l'identite x s v x x et de l'applica-Â
tion de celle-ci a la decomposition de Peirce, on obtient les relationsÁ Â
suivantes, fort utiles:
 . 2 .a x xy s 0, ; x g B, y g A.
 .  .  .  . .  . .b s u¨ q u s¨ s s¨ u¨ s u¨ uw s 0 ;s, u g U, ;¨ ,
w g V.
 . 2 2 2  4c UV s U V s 0 .
 .  .  .  .  .d s ut q u ts q t su s 0, ;s, u, t g U identite de Jacobi .Â
 . 1.4. A l'aide de ces relations on etablit que Ip A s e s e q s qÂ s
2 4s rs g U . Les sous-espaces propres relatifs a l'idempotent e sont:Á s
 4 2U s u s u q 2 suru g U et V s ¨ s ¨ y 2 s q s ¨r¨ g V . . 4s s s s
1.5. Le passage entre les decompositions Ke [ U [ V et Ke [Â s
U [ V est donne par les transformations de Peirce, applications lineairesÂ Âs s
 .bijectives definies par T : A ª A, T le q u q ¨ s le q u q ¨ . OnÂ s s s s s
 4note P s T rs g U l'ensemble de Peirce associe a l'idempotent e. On a:Â Ás
 .  . 2  4  .  4a P ; Aut A m U V s 0 et ¨ ¨U s 0 , ;¨ g V.
 .  .  .  . 3  4b P - Aut A m a et U UV s U s 0 .
  .  . 41.6. Soit F s f g Aut A rf e s e , s g U, famille de sous-s s s
 .  .  .groupes de Aut A , avec F s F . Si P - Aut A , F s int F , ou int estÁ0 s s s
 .  .l'automorphisme interieur associe a T ; de plus, P eAut A et Aut A ,Â Â Á s
F j U, ou j denote le produit semi-direct; dans ces conditions on a lesÁ
equivalences:Â
< < 4  4F eAut A m F s F , ;s g U m F s Id m F s Id . . U I  A.s p
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Á  .2. L'ALGEBRE Der A
 .Soient e g Ip A et Ke [ U [ V la decomposition de Peirce de AÂ
relative a cet idempotent. Le resultat suivant est bien connu:Á Â
 .  .  .2.1. PROPOSITION. Si d g Der A , alors d e g U. De plus, si d e s 0,
 .  .d U ; U et d V ; V.
2  .  .  .Demonstration. De e s e on a 2 ed e s d e , d'ou d e g U. Pour leÂ Á
 .  .  .reste, comme d e s 0, si ex s l x on a ed x s ld x .
 4 2Soit DP s ­ T rs g U avec ­ T s T y Id y 2 L , ou T g P est laÁs s s s s
transformation de Peirce associee a s et L le produit par s; commeÂ Á s
T s Id il s'ensuit que ­ T s 0. On peut dire que les transformations de0 0
  .Peirce T sont des ``quasi-automorphirmes'' d'algebre car T ex sÁs s
 .  .  2 .  .2 .T e T x et T u s T u , donc quasi-multiplicatives ; dans le memeÃs s s s
sens, les applications ­ T sont des ``quasi-derivations.'' Ceci sera justifieÂ Âs
par la suite.
 .Soient s g U et K V, s le sous-espaces engendre par les elementsÂ Â Â
le q ¨ avec l g K* et tels que ls s 2 s¨ .
2.2. PROPOSITION. Pour tout s g U, on a:
 .  .  . 2  .  2 .a ­ T e s s, ­ T u s 2 su q s u et ­ T ¨ s y2 s q s ¨ , u g Us s s
et ¨ g V.
 .  . 2  .  4b K V, 0 s Ke [ V. Si s / 0 alors K V, s s 0 .
 .  .  .  .  .c Ker ­ T s K V, s [ U l U [ V l V .s s s
 .Demonstration. a Decoule directement de la definition de ­ T et duÂ Â Â s
2  .  . fait que s u s y2 s su et s s¨ s 0, pour tout u g U et ¨ g V cf.,
 .  ..1.3 c , 1.3 d .
 .b La premiere affirmation est immediate et la seconde decoule deÁ Â Â Â
2  .   ..l'identite ls s 2 s s¨ s 0 1.3 b .Â
 .  . 2  2 .c Si le q u q ¨ g Ker ­ T , alors ls q 2 su q s u y 2 s q s ¨ s 0,s
d'ou, en prenant les termes de U et de V dans la decomposition de PeirceÁ Â
 .1.2 ,
ls q s2 u y 2 s q s2 ¨ s 0 et su s 0. .
 .De su s 0 on deduit que T u s u, d'ou u g U l U . Quant a ls qÂ Á Ás s
2  2 . 2   ..s u y 2 s q s ¨ s 0, on a d'abord s u s 0, car su s 0 1.3 d . Si
 2 .  .l s 0, alors 2 s q s ¨ s 0 donc T ¨ s ¨ c'est a dire, ¨ g V l V .Ás s
2  2  2 . .   .Enfin, si l / 0, alors s s 0 car ls s 2 s s q s ¨ s 0 1.3 b et
 ..  .  .  .1.3 c d'ou ls s 2 s¨ , i.e. le q ¨ g K V, s . Ainsi Ker ­ T ; K V, s [Á s
 .  .U l U [ V l V . La reciproque se fait sans difficulte.Â Âs s
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 .2.3. COROLLAIRE. Ker ­ T l I s F m s / 0.s P
2  .Demonstration. Soit e s e q t q t un idempotent. Si ­ T e s 0,Â t s t
2   ..   ..alors st s 0 et s s 2 st 2.2 b ; par 1.3 d il s'ensuit que s s 0.
  .  . 4Pour tout s g U on pose D s d g Der A rd e s 0 avec D s D .s s s s 0
 .  .2.4. PROPOSITION. a D est une sous-algebre de Lie de Der A .Ás
 .  4b D l DP s 0 .s
 . w x  .Demonstration. a Que D , D ; D est immediat. Montrons b : siÂ Âs s s
 .  .­ T g D alors ­ T e s 0 d'ou t s 0 cor. 2.3 donc ­ T s 0.Ât s t s t
Bien que les applications ­ T ne sont pas en general des derivations,Â Â Âs
avec les relations 1.3 on montre sans difficulte que pour tout u g U,Â
 .  .  .  2 .  .­ T eu s e­ T u q u­ T e et ­ T u s 2u­ T u . Dans les resultatsÂs s s s s
qui suivent, les relations 1.2 et 1.3 sont constamment utilisees dans lesÂ
reductions des identites. On a:Â Â
 .  .2.5. PROPOSITION. DP ; Der A m P ; Aut A .
 . 2Demonstration. On va montrer l'equivalence DP ; Der A m U V sÂ Â
 .  4   ..¨ ¨U s 0 , pour tout ¨ g V 1.5 a .
 .  .  .Soient ­ T g DP et ¨ g V; on a e­ T ¨ q ¨­ T e s ­ T e¨ ms s s s
 2 . . 2  .  2 .y2 e s q s ¨ q s¨ s 0 m s ¨ s 0. De meme 2¨­ T ¨ s ­ T ¨ mÃ s s
 2 . .  .¨ s q s ¨ s 0 m ¨ s¨ s 0.
2.6. THEOREME. Les affirmations sui¨ antes sont equi¨ alentes:Â Á Â
 .  .a P - Aut A .
 .  .b DP est un ideal de Der A .Â
 .  .c DP est une sous-algebre de Lie de Der A .Á
Dans ces conditions
 .  .d Il y a un isomorphisme d'algebres de Lie Der A , D = U, l'espaceÁ
w .  .x w x  .  ..D = U etant muni du produit d , s , d 9, s9 s d , d 9 , d s9 y d 9 s .Â
 .  .  . 2 3Demonstration. a « b Sous ces conditions: U UV s U V s U sÂ
 .  4   ..  .  .¨ ¨U s 0 , pour tout ¨ g V 1.5 b donc ­ T u s 2 su et ­ T ¨ ss s
y2 s¨ , avec u g U et ¨ g V. Il s'ensuit que ­ T q ­ T s ­ T et l­ T ss t sqt s
 .­ T , ;l g K, d'ou DP est un sous-espace de Der A . Or, d y ­ T g DÁls d e.
 .  .  .pour tout d g Der A , alors par 2.4 b , Der A s D [ DP. Enfin en
w x w xcalculant sur e, u g U et ¨ g V les applications ­ T , ­ T et ­ T , d avecs t s
ALCALDE ET AL.830
w x w xd g D, on obtient ­ T , ­ T s 0 et ­ T , d s ­ T , ce qui montre ques t s yd  s.
 .DP est un ideal de Der A .Â
 .  .b « c Est immediat.Â
 .  .   ..c « a Il suffit d'etablir les conditions equivalentes de 1.5 b : parÂ Â
 . 2hypothese DP ; Der A , donc par la proposition 2.5 on a U V sÁ
 .  4 3  .  4¨ ¨U s 0 , ;¨ g V; il reste a montrer que U s U UV s 0 .Á
 .Comme DP est un sous-space de Der A , pour tout ­ T , ­ T il existes t
 . .  .­ T tel que ­ T q ­ T s ­ T . De ­ T q ­ T e s ­ T e on obtientr s t r s t r
 . .  .  .r s s q t; puis si u g U, de ­ T q ­ T u s ­ T u on obtient s tu qs t sqt
 .  .   .. 3  4t su s 0, d'ou u st s 0 1.2 d , donc U s 0 .Á
w xPar ailleurs on a ­ T , ­ T g DP, car DP c'est une sous algebre deÁs t
 . w x .  3 . w xDer A . Or, ­ T , ­ T e s 0 car U s 0 donc ­ T , ­ T g D et force-Âs t s t
w x   .. w x .ment ­ T , ­ T s 0 2.4 b . De ce fait, si ¨ g V, de ­ T , ­ T ¨ s 0s t s t
 2 .  .  .en tenant compte que U V s 0 on deduit que t s¨ y s t¨ s 0, d'ouÂ Á
 .   ..  .  4s t¨ s 0 1.3 b , donc U UV s 0 .
 .  .d On sait que Der A s D [ DP. L'isomorphisme d'algebres s'etablitÁ Â
 .par d q ­ T ª d , s .s
Dorenavant on se place sous les conditions du theoreme 2.6; on rappelleÂ Â Á
 w x.que dans ce cas T (T s T cf. 2 .s t sqt
Le resultat qui suit montre que les algebres D sont isomorphes. On saitÂ Á s
 .  . y1que Aut A opere su Der A par d ª w ( d(w . Si s g U, soient intÁ s
l'automorphisme interieur associe a la transformation de Peirce T et adÂ Â Á s s
 . w xle morphisme sur Der A defini par ad s ­ T , . On a:Â s s
2.7. PROPOSITION. Pour tout s g U:
 .  .a D s int D .s s
 .   . 4b D l D s d g Drd s s 0 .s
 .  .  .c Inv int s D l D [ DP.s s
 .d int s Id q ad .s s
 .  .  . .Demonstration. a Comme T e s e forcement int d e s 0 pourÂ Âs s s s
y1 . .tout d g D et int d e s 0 pour tout d g D d'ou le resultat.Á Âs s s s
 .  .  .  .  .b Nous avons d g D l D m d e s d e s 0 m d e s d s s 0.s s
 .  .c Montrons d'abord que DP ; Inv int : un calcul simple montre ques
 . .  . <int ­ T e s ­ T e s t. Pour ce qui reste on remarque que ­ T sKerv .s t t t
  . .  .T y Id; ceci veut dire car int T s T que int ­ T et ­ T coincidentt s t t s t t
 .aussi sur Ker v , d'ou le resultat.Á Â
 .  .Pour finir, soit d g D: si int d s d alors par 2.3 d g D . Reciproque-Âs s
 .  .   ..  . .ment, si d g D l D , alors d e s d s s 0 2.7 b , donc d (T e ss s
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 . .  . .  .  .T (d e s 0; puis, d (T u q ¨ s d u q 2 su q ¨ y 2 s¨ s d u qs s
 .  .  .  . .2 sd u q d ¨ y 2 sd ¨ s T (d u q ¨ d'ou d (T s T (d , c'est-a-Á Ás s s
 .dire, int d s d .s
 .   .. w x  4d Les resultats 2.7 c et DP, DP s 0 entraõnent que int s Id qÂ Ã s
 .ad sur DP. Pour le reste si d g D, il suffit de calculer int d ets s
 . y1d q ad d sur e, u g U, ¨ g V, en tenant compte que T s T .s s ys
 .  .2.8. Remarque. Les resultats a et d de la proposition 2.7 nous disentÂ
que l'ecriture des elements de D dans la somme directe D [ DP est de laÂ Â Â s
forme d q ­ T .yd  s.
2.9. PROPOSITION. Sont equi¨ alentes:Â
 .  .a D est un ideal de Der A .Â
 .  .b D A ; V.
 .   ..  4c D Ip A s 0 .
 .  .  4d D U s 0 .
 .e int s Id, ;s g U.s
 .Dans ce cas, DP , Der A rD isomorphisme d'algebres de Lie.Á
 .  . w x  .Demonstration. a « b On a D, DP ; DP Thm. 2.6 . Donc, si DÂ
 . w x  4   ..est un ideal de Der A forcement D, DP s 0 2.4 b . Il s'ensuit que siÂ Â
w x .  .  .d g D et u g U alors 0 s d , ­ T e s ­ T e s d u d'ou si x s le qÁu d u.
 .  .u q ¨ alors d x s d ¨ .
 .  .  .  .b « c Si D A ; V alors ;d g D et u g U, on a d u g V donc
 .  .  2 .   ..  4d u s 0 2.1 et, a fortiori, d u s 0, d'ou D Ip A s 0 .Á
 .  .c « d Se fait sans problemes.Á
 .  .  .  4  .   .d « e Si D U s 0 , alors D s F D et Inv int s D [ DP 2.7 bs s s
 ..et 2.7 c d'ou int s Id, ;s g U.Á s
 .  .e « a Si int s Id pour tout s g U, alors ad s 0 pour tout s g Us s
  .. w x  4  .2.7 d d'ou D, DP s 0 donc D est un ideal de Der A .Á Â
On remarque que dans les conditions de la proposition 2.9, si u g U et
 .  .  .  .¨ g V, on a: 0 s d u¨ s ud ¨ donc D A ; Ann U .V
On finit ce paragraphe en exhibant le lien etroit entre les automor-Â
phismes qui fixent l'idempotent et les derivations qui l'annulent. Soit A deÂ
dimension finie:
 .2.10. THEOREME. F est algebrique et son algebre de Lie L F est D.Â Á Â Á
w xDemonstration. Les techniques utilisees sont celles exposees dans 10 .Â Â Â
 4Soit e , 1 F i F n une base de A avec e s e . L'algebricite de F estÂ Âi 1
1  .  .  .  .  .donnee par les n n q 1 equations: f e s e et f e e s f e f e , i F j.Â Â i j i j2
w x 2Pour ce qui reste, soient K 9 s K e l'extension de K par e , ou e s 0,Á
 .A9 s K 9 m A et F ' l'extension respective de F. Si d g M K , on a:K n
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 .  w x.  . .d g L F m Id q ed g F9 cf. 6, p. 1.4 . Ainsi, de Id q ed e s e il
 .  .resulte d e s 0, donc L F s D.Â
 .  .2.11. COROLLAIRE. Si F eAut A alors D est un ideal de Der A .Â
<  4  . X <  4Demonstration. On a F s Id 1.6 d'ou F s Id . Si d g D alorsÂ ÁU U
 . .  .Id q ed g F9 donc Id q ed u s u d'ou d u s 0, ;u g U. On obtientÁ
 .  4  .D U s 0 ce qui montre que D est un ideal Prop. 2.9 .Â
3. CALCUL DE CERTAINS F ET D
 .Soit w g Aut B . Pourque on puisse etendre w comme automorphismeÂ
 .  .de A, il faut qu'il existe s g U tel que w u s u q 2 su et w ¨ s ¨ y
2 .  w x.2 s q s ¨ , avec u g U, ¨ g V cf. 1 . Ceci veut dire que les automorphis-
mes de B prolongeables en automorphismes de A sont ceux qui, d'une
certaine facËon, ont un comportement semblable a celui des transforma-Á
 .tion de Peirce; parmi ces morphismes on a le groupe: Aut B sU, V
  .  .  . 4g g Aut B rg U ; U, g V ; V . Ce meme type de considerations peu-Ã Â
vent etre faites par rapport aux derivations.Ã Â
 .   .  .  . 4On pose: Der B s d g Der B rd U ; U, d V ; V .U, V
 .  .3.1. PROPOSITION. a F , Aut B , isomorphisme de groupes.U, V
 .  .b D , Der B , isomorphisme de algebres de Lie.ÁU, V
<  .Demonstration. Si f g F alors f g Aut B . Reciproquement, onÂ ÂB U, V
 .  .associe a g g Aut B l'element g g F defini par g e s e et g s g.Á Â Â ÂU, V B
L'autre equivalence se fait de la meme facËon.Â Ã
 .  .3.2. COROLLAIRE. a B est une zero-algebre telle que dim U s p etÂ Á
 .  .  .  .  .dim V s q alors F , GL K = GL K et D , M K = M K .p q p q
 .  .  .  .b Si f : B ª B9 isomorphisme d'algebres est tel que: soit i f U sÁ
 .  .  .  .U9 et f V s V 9 ou soit ii f U s V 9 et f V s U9, alors les groupes F
 4et F9 sont isomorphes. Dans le deuxieme cas forcement UV s U9V 9 s 0 .Á Â
 .Demonstration. L'enonce a ne pose pas de problemes en tenantÂ Â Á
 .  4  .  4  .compte que GL K s Id et M K s 0 . Quant a b , dans les deux casÁ0 0
y1  .l'application f ª f ( f (f etablit un isomorphisme entre Aut B etÂ U, V
 .Aut B9 . La derniere affirmation en decoule.Á ÁU9, V 9
Parmi les algebres de Bernstein qui verifient les conditions equivalentesÁ Â Â
du theoreme 2.6, on a:Â Á
3.3. PROPOSITION. Si l'algebre A est:Á
 .a une extension par idempotent d'une zero-algebre, parmi celles-ci, lesÂ Á
constantes d'indice 2 et les gametiques,Â
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 .b de mutation,
 .c normale,
 .d de Jordan exceptionnelle,
 .  .alors Aut A s F j U et Der A s D = U.
 .Demonstration. Il suffit de prouver que les conditions de 1.5 b sontÂ
verifiees dans chaque cas.Â Â
 . 2  4  .L'assertion a est immediate car A s Ke [ B avec B s 0 . Pour b etÂ
 .  4  4c , si A est constante alors U s 0 ; de meme si A est gametique V s 0Â
 w x.cf. 7 . Dans les deux cas, A est une extension d'une zero-algebre.Â Á
 .  .2  w x.L'assertion b est immediate car dans ce cas Ker v s 0 cf. 8 .Â
 . 2  .Quant a c si A est normale alors, x y s v x xy, ; x, y g A; ceci estÁ
2  4  w x.equivalent a UV s V s 0 cf. 11 .Â Á
 3  . 2 .Enfin, si A est de Jordan determinee par x s v x x elle verifieÂ Â Â
 .  4  w x.¨ ¨U s 0 cf. 5 ; si de plus l'algebre est exceptionnelle, elle verifieÁ Â
 .2  .  w x. 2l'identite xy s v xy xy cf. 6 ce qui est equivalent a U s 0.Â Â Á
Nous finirons ce travail par la construction de F et D pour quelques
 4algebres, dans le cas U, V / 0 . Nous avons besoin de:Á
 .  4  .3.4. PROPOSITION. Soit A telle que ¨ ¨U s 0 , ;¨ g V. Si dim A - 5,
 .alors P est un sous-groupe de Aut A .
 . 2 3  4   ..Demonstration. Il faut montrer que U UV s U V s U s 0 1.5 b .Â
Or, la negation de l'une de ces trois conditions nous fournit quatreÂ
 .  4elements libres de U [ V. En effet, si U UV / 0 soient u, s g U etÂ Â
 .   . 4¨ g V tels que u s¨ / 0; montrons que la famille u, s¨ , u s¨ , ¨
 .  .2  .2est libre: si a u q b s¨ s 0 alors a u s¨ q b s¨ s 0; mais s¨ s 0
  ..  41.3 b d'ou a s 0 donc u, s¨ est une famille libre de U. De meme,Á Ã
 .  .    ...    ...si l¨ q mu s¨ s 0, lu s¨ q mu s u s¨ s 0; or yu s u s¨ s
1 2 2   ...   ..   .  ..   ..u s s u¨ s u s u¨ 1.3 b et 1.3 d et comme, yu s u¨ s2
 . 2 .   ..   . 4u¨ us s 0 1.3 b on a l s 0 d'ou u s¨ , ¨ est une famille libre de V.Á
2  4  3  4.De facËon analogue on montre que si U V / 0 resp. si U / 0 il existe
 .  2 2 4 u g U et ¨ g V resp. s, u g U tels que u, u ¨ , u , ¨ est libre resp.
 2 2 4 .u, us , s , us est libre .
w xDans 3 , T. Cortez donne la classification des algebres de dimension 4.Â Á
Des 21 classes d'isomorphie etablies, 8 ne verifient pas les conditions duÂ Â
theoreme 2.6; pour ces algebres il faut calculer directement le groupe desÂ Á Á
automorphismes et l'algebre des derivations. Les 13 restantes sont dans laÁ Â Â
 .  .situation de la proposition 3.4; la determination de Aut A et Der AÂ
passe par la construction de F et D. Voici la liste de tables de multiplica-
tion de noyaux B , pour 1 F i F 13i
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B s U [ V, u, w g U, ¨ g V
2 2 2u w ¨ uw u¨ ¨w
B 0 0 w 0 0 u1
B 0 0 w 0 w 02
B 0 0 0 0 w 03
B 0 0 0 0 0 04
B 0 0 u 0 0 05
B 0 0 0 v 0 06
B v 0 0 0 0 07
2B v l¨ 0 0 0 0 yl f K8
B s U [ V, u g U, ¨ , w g V
2 2 2u w ¨ uw u¨ ¨w
B 0 0 0 0 0 09
B w 0 0 0 0 010
B 0 0 0 0 0 u11
B 0 u 0 0 0 012
2B 0 u lu 0 0 0 yl f K13
On remarque que par des raisons de symetrie des tables de multiplica-Â Â
 . .tions, on a B , B , 4 F i F 8, les conditions 3.2 b ii etant verifees.Â Â Âi iq5
Ainsi pour les memes valeurs de i, on a F , F et D , D . Voici lesÃ i iq5 i iq5
generateurs pour chaque cas:Â Â
F D
1 0
3a 3a1 a / 0
2 2aa  0 0 aa
1 0
a a2 a / 02 b 2ab a  0 0
aa
1 0
a a
3 ab / 0g ab g a q b 0  0
b b
1 0
 .  .4 a / 0, P g GL K P g M KP P2 2 /  /a a
1 0
2 2a ga g5 ab / 0
bb  0 0
aa
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1 0
a a
6 b b 0  0
ab a q b
1
0 b
et ab / 0
a 0 0
ab
1 0
a a
7 ab / 0g b g b 0 02 2aa
1 0
a «lb a ylb
8 b y«a b a 0 02 2 2aa q lb
2« s 1,
a , b / 0, 0 .  .
Le scalaire l qui apparait dans la ligne 8 est celui de la table de
multiplication de B ; les autres varient sur K avec les restrictions indiquees.Â Â8
Montrons, par exemple, la construction de F .8
 .  .  .On a: f ¨ s t ¨ , f u s a u q b w et f w s g u q d w. Comme f g
 .Aut A on a les conditions suivantes:
 .1 t / 0
 .2 ad y gb / 0
 . 2 23 a q lb s t
 . 2 24 g q ld s lt
 .5 ag q lbd s 0.
2  .  .On rappelle que yl f K , donc l / 0. Par ailleurs 1 et 3 imposent
2 2  .  .que a q lb / 0: ceci est verifie si et seulement si a , b / 0, 0 .Â Â
Maintenant on resout le systeme:Â Á
 . 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2  . 2De 4 , a g q la d s lta . Mais a g s l b d 5 , d'ou ld ?Á
 2 2 . 2  . 2 2 2a q lb s lta , donc par 3 ltd s lta et comme l, t / 0, d s
2  . 2 2   .. 2  2 2 .a ) . De meme, g s lt y la 4 et ) , donc g s l a q lb yÃ
2  . 2 2 2  .  .la 3 ; c'est-a-dire g s l b )) . Enfin, de ) sors que d s ea ,Á
 4  . avec e g 1, y1 ; de 5 il s'ensuit que ag s yeadb , d'ou a l'aide deÁ Á
 ..)) , g s yelb.
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